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69. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY
PRO ZAKY STREDNICH SKOL (2019/2020)

Kategorie A

. Pro kladna realna cisla a, b, ¢, d splnujici nerovnosti a > b, ¢ > d plati
a+b>c+d, ab < cd.

Dokazte, ze pak nutné plati a > ¢ > d > b. (Michal Rolinek)

. Dokazte, ze pocet moznosti, jak lze Gtvar na obrazku vydlazdit dominovymi kostkami,
je druhou mocninou celého ¢isla. (Dominova kostka pokryva vzdy dvé policka sousedici
stranou.) (Josef Tkadlec)

. Uvnitf stran AB a AC daného trojuhelniku ABC jsou zvoleny po fadé body P a Q.
Oznacme R priisecik primek BQ a CP a p, q, r postupné vzdalenosti bodi P, ), R
od primky BC. Dokazte, ze plati
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(Patrik Bak)
. Rekneme, 7e podmnozina P mnoziny M = {1,2,3,...,42} je polovi¢atd, pokud obsa-

huje 21 prvku a kazdé z 42 éisel v mnozindch P a Q = {7z; x € P} dava pti déleni
¢islem 43 jiny zbytek. Urcete pocet polovicatych podmnozin mnoziny M.
(Josef Tkadlec)

. V roviné jsou dany dva rizné body O a A. Urcete mnozinu ortocenter vSech trojihel-
niktt ABC, pro néz je bod O stfedem kruznice opsané. (Pavel Salom)

. Najdéte vSechny trojice a, b, ¢ kladnych celych ¢isel takovych, ze soucin
(a+2b)(b+ 2c)(c+ 2a)

je roven mocniné nékterého prvocisla. (Jaromir Simsa)



Kategorie B

. V readlném oboru uvazujme soustavu rovnic
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s nenulovym redlnym parametrem a.
a) Najdéte vSechny hodnoty a, pro které ma uvedena soustava feseni.
b) DokaZte, Ze pro libovolné feSeni (x,y) této soustavy plati 22+ |y| = 4. Kdy v této
nerovnosti nastane rovnost? (Jan Mazdk)

. Prirozené ¢islo n ma aspon 73 dvojmistnych déliteli. Dokazte, ze jednim z nich je
¢islo 60. Uvedte rovnéz priklad éisla n, které ma pravé 73 dvojmistnych délitelt, véetné
nalezitého zduvodnéni. (Josef Tkadlec)

. Necht AC je pruamér kruznice opsané tétivovému ¢tyithelniku ABC D. Piedpokladej-
me, Ze na poloptimkach opac¢nych k polopfimkam AD a DC' existuji po fadé body
A"+ A a C" # D takové, ze plati |AB| = |A’B| a |BC| = |BC’|. Dokazte tvrzeni:
a) Body A’, B, C" a D lezi na téze kruznici k.
b) Je-li O stied kruznice k a O 4, O¢ jsou po Fadé stiedy kruznic opsanych trojtahel-
nikim AA'B, CC’'B, pak plati OO 1 OO¢. (Jaroslav Svrcek)

. Necht p, ¢ jsou dana nesoudélné prirozené ¢isla. Dokazte, Ze pokud mé rovnice
2 _
pz" —(p+q)z+p=0
celociselny koren, potom ma celociselny kofen i rovnice

pr? +qr+p* —q=0.
(Patrik Bak)

. Jsou dany kruznice a(A;r,), b(B;7ry), které se vné dotykaji v bodé T Jejich spoleénéa
vnéjsi tecna se dotyka kruznice a v bodé T, a kruznice b v bodé Tj. Pomoci r,, 1
vyjadrete pomér polomért kruznic k., k, opsanych po fadé trojuhelnikim T,AT,
T,BT. (Sdrka Gergelitsovd)

. Figurka stfelce ohrozuje na Sachovnici libovolné pole diagonaly, na niz stielec stoji.
Pokud ovSem na nékterém poli diagondly stoji véz, stfelec uz pole za ni neohrozuje.
Urcete nejvétsi mozny pocet stielci, které mizeme spolu se ¢tyfmi vézemi umistit na
Sachovnici 8 x 8 tak, aby se stfelci navzajem neohrozovali. (Jan Mazdk)



Kategorie C

. Najdéte vSechna ¢tyimistna ¢isla abed s cifernym souctem 12 takova, ze ab — cd = 1.
(Patrik Bak)

. Je dan konvexni Sestitthelnik ABC DEF, jehoz vSechny strany jsou shodné a protéjsi
strany rovnobézné. Bod P je takovy, ze ctyfthelnik CDEP je rovnobéznik. Dokazte,
ze bod P je stredem kruznice opsané trojihelniku AC'E a soucasné i prusecikem vysek
trojuhelniku BDF. (Jakub Lowit)

. Urcete vSechny dvojice pfirozenych cisel a a b, pro néz plati
2[a, b] + 3(a,b) = ab,

kde [a, b] zna¢i nejmensi spoleény nasobek a (a, b) nejvétsi spoleény délitel prirozenych
Cisel a a b. (Jaroslav Svrcek)

. Uvnitt strany BC' trojuhelniku ABC' je dan bod K. Ozna¢me M stied strany BC
a predpokladejme, Ze rovnobézka s piimkou AK vedena bodem M protne stranu AC
ve vnitinim bodé L. Dokazte, ze piimka K L déli trojuhelnik ABC na dvé ¢asti stejného
obsahu. (Josef Tkadlec)

. Tabulku 3 x 3 mame vyplnit deviti danymi ¢isly tak, aby v kazdém fadku i sloupci bylo
nejvetsi Cislo souc¢tem ostatnich dvou. Rozhodnéte, zda je mozné takovy tkol splnit
s Cisly

a) 1,2,3,4,5,6,7,8,9;

b) 2,3,4,5,6,7, 8,9, 10.
Pokud ano, zjistéte, kolika zpiisoby lze kol splnit tak, aby nejvétsi ¢islo bylo uprostied
tabulky. (Jaromir Simsa)

. Pro kladné realné &isla a, b, ¢ plati a® + b%> 4+ ¢® + ab + bc + ca < 1. Najdéte nejvétsi
moznou hodnotu souctu a + b + c. (Jan Mazdk)



