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»--. Thermodynamika patii tradicné k nejvétsim strasakiim
studentd.. ..

Jen se pokuste sami si odpovédét na otazku, co vam fika
zasadni konstatovani, Ze ... ,,teplo neni stavova veliCina,
protoze nema totalni diferencidl. ... vétSina z nas smutné
pokyvne hlavou, ale v podstaté nam nezbude, nez je jako
svym zpusobem pochopitelnou skute¢nost pfijmout...“

S ohledem na tento vod se pak v celé ucebnici neobjevi
definice totalniho diferencialu, i kdyZz napt. na strané 27
se pise

»-.. tento vyraz v§ak nemuizeme integrovat, protoZe 0Q neni
totalni diferencial...

- Cil prednasky

Poukazat na néktera uskali, zdhady a obtizné partie teorie
termodynamiky, pokusit se piispét k objasnéni zdkladnich
vztahll a tim (moznd) odhalit nékteré zdroje obtiznosti
pochopeni této teorie. Uvést nekteré priklady z biologie.



1. StraSidelny totalni (Gplny) diferencial

Uvaha
Pro¢€ je nutny totalni diferencial?

Chceme-li pouzit pojem totalni diferencial, musime zavést
pojem funkce vice proménnych.

Pro¢€ je nutné zavést funkci vice proménnych ?

Takovéa funkce vlastné vystihuje skute¢nost, ze studovany d¢j se
chova podle néjakych zakonitosti. Za dodrzZeni urcitych podminek se
pak ten déj mlze stejné opakovat. Pokud tyto zakonitosti neexistuji
nebo je nezname, nemuzeme hovofit o funkci vice proménnych,
studovany d¢j se obecné nereprodukuje. Veliiny se chovaji ndhodné,
chaoticky.

Predstavme si konkrétn¢ situaci, kdy chceme studovat néjaky déj
probihajici v objektu O, napt. chovani tlaku p. Zajima nas zavislost tlaku
na Case t a teploté¢ T. Nemame ale tuseni, jakd by ta zavislost méla byt a

zda se mlze zreprodukovat za stejnych vnéjSich a pocatecnich podminek.

Vlastné se tedy snazime nalézt funkci (pokud existuje) uvedenych dvou
proménnych. Predpokladejme, Ze teplota i tlak jsou v objektu O
homogenni (tj. konstantni a pro cely objekt plati jedna hodnota)

Pokud bychom nem¢li popsan déj pomoci funkei vice proménnych,
nemuzeme dé¢lat vahy o trendech vyvoje, pocitat rychlosti zmén,
pocitat integraly (souhrny zmeén) a vyssi derivace (trendy vyssiho

radu). Nemame moznost detailné analyzovat ten jev. Byla by to ¢ista
(momentalni, jednordazova ) empirie.

p=p(tT)
Objekt O

3)

Empirické nalezeni funkce

Neméame ale zatim Zadnou teorii, byt’ velmi jednoduchou,
ktera by predpovidala tuto zavislost. Pak asi nezbyva, nez
provést méfeni v néjakém definlovaném rezimu, napt. vzdy
podrzime teplotu konstantni a zmétime zavislost tlaku na
¢ase. Opacné to bohuzel nejde, ¢as neudrzime konstantni
pii zméng teploty.

Takovymto zplisobem zjistime jaka je za danych podminek
zavislost p(t,T). Pokud je méfeni reprodukovatelné, zjistili
jsme empiricky uvedenou zavislost, kterou nyni mtizeme
chapat jako funkci dvou proménnych. Pokud neni méteni
reprodukovatelné, tak nam unikla néktera dal$i podminka,
nebo d¢j je nahodny (chaoticky) a nelze ho popsat funkei.



1. Strasidelny totalni (Gplny) diferencial Nepovinné

\“Tgoretické vyjadieni funkce

Druhd moznost je déna existenci teorie (obvykle fyzikalni)

jak ma takova \Z‘é\(i\slost vypadat. Vyjadiuje se zde néktery

obecny zdkon. V nasem pfipad€, pokud objektem je uzavieny

idealni plyn o konstantnim objemu by zavislost znéla
(vychazime-li ze stavové rovnice idedlniho plynu):

Priklad
t,T)=—
p(t,T) v

(tlak je pfimo amérny teplotd)

p(t,T) (rovina)

Zavislost na Case je konstanta. Eunﬁce je nyni kontinualni
(obvykle spojitd). Zavislost na'teplot€ je linearni.

Obecny tvar lineégmi/funkce dvou proménnych

X,. Zahrnuje i konstantu.
(a,b;C — jsou konstanty)

Linearni funkce je nejjednodussi
L= axl,,+’bX2 +C funkce dvou proménnych x; a

Oznaceny jsou priseciky s osami.

Pomovi téchto prisecikl 1ze vytvofit

dva nezévislé vektory a dokézat,
7e se skute¢né jedna o rovinu.

Dvourozmemy fez pro X1 = Xy j€ prlmka

(zcela analdglcky fez by byl pro x, = x20 . (—A—\

Z

) Smérnice
\ b primky

(4)

(konstanta fezu)

Z=Dx, +ax,+c

Ptirtstek z odpovidajici ptiriistku x
AZ =D - AX,

Smérnice piimky

AX,

AZ

X2 A _ptge

AX,

Vyznam konstant ve vyjadieni rovifi‘y\

Konstanty a, b v rovnici roviny jsou smérnice pimek v
fezech rovinou pii konstantni hodnoté proménné x,; nebo X, .

AZ = a-AX
AzZ =Db- AX,

konstantni x,,

konstantni x,,



1. StraSidelny totalni (Gplny) diferencial (5)

Pfipad obecné funkce (X, X,) Probod [X5, Xo0] plati (spole¢ny bod obou funkei)

Y bodg [X}O', Xgo:! zvolvlm’e te¢nou rovinu k plose fL (Xlo' XZO) = aX,, + b)(20 +c=f (Xlo’ X20)
té funkce (ma jediny spolecny bod) |
fL (X %))

Pfi malém vychyleni od bodu [Xlo ) X20] na te¢né roving proto plati

Spole¢ny bod ‘
f (X, X |
Dvé kolmé ( * ) AT = (X + AKX + AXy) = T (X0, Xp) =
tecny \L/ - tedna §
\ - .-~ rovina | :a-Ax1+b-Ax2 =
. —— flux) of of
‘ - (Xlo’ Xzo) AX; +| = (Xlo ’ Xzo) - AX,
c’ax1 OX,
Xio P X ‘
oo Dillezity zavér pouzivany v termodynamice
[x10 , Xzo] Totéalni diferencial miize mit jen stavova funkce, ne stavova
j proménna. Stavova funkce ma dulezitou vlastnost: jeji hodnota zavisi
V line4rnim zépisu tecné roviny | jen na proménnych a ne na cestg, po které doslo k danému stavu.

Uvedeny postup Ize zobecnit pro n proménnych

Af L(X0, AX) = fL (X + AXyeey X FAX) — T (Xgyees Xog) =

f (X,X,)=z=ax +bx,+C

maji konstanty a, b vyznam smérnic tecen rovnob&znych

s 0sami X; a X, jak jsme ukézali v pfedchozim. 0

of
e ; a—XI (Xlo,...,XnO) ¢ AXI

V matematické analyze se ukazuje, Ze tyto smérnice teen jsou
parcialni derivace funkce f(x;, X,) podle proménnych x; ax, VvV !

bodg& [ X,o, Xzo] (derivace je limita) Role totalniho diferencialu
of Totélni diferencidl je vazan na funkci vice proménnych a nahrazuje
-— (X y X ) =b velmi maly pfirtstek funkce pfirtstkem linearni funkce, ktera je
(X191 Xg0) = @ 102720 i ma .
0r 7720 8X2 nejlepsi linedrni aproximaci dané funkce v malém okoli bodu. Tvar

zapisu je nezavisly na funkci f. (v tom je obrovsk4 sila).



1. Strasidelny totalni (Gplny) diferencial Nepovinné
. Totalni (aplny) diferencial

\ . Matematicka definice

Necht’ furik\ce\\n proménnych f(x, ,...X, ) je definovana v okoli bodu
[X1g ..., Xyo ] @ ma v tomto bod& konené a spojité viechny parcialni
derivace. (tj. neni tamzlom, hrana, ptetrzeni apod.)

of of
— (Xygreeer Xig) = — (%)
an ( 10 0) an ( O)
Pak totalnim diferencidlem funkce £'v.bodé [Xyq , ..., Xy
pfi hodnotach h; az h, rozumime linearn.funkci

n >

- of of of
o (X,,h)=—(X,)-h +..+—(X))-h =>» —(X,)-h
(Xo, 1) aXl(o) Y axn(") h kZ;, Xk(“g)\ ‘
kde h; , ..., h, jsou realna Cisla.
Néazorng€ pron =2
f (X0 Xz0)
; fux)
: tecna
' -7 rovina
XlO f Xz
Xl

[XlO ! X20]
Pou’Zili"j’éme zapisu (pro zjednodusent)

h=(h,..h)

7 Xy = (K e Xip)

(6)
Fyzikalni definice

Nejlepsim linedrnim vystiZzenim (aproxima’é/i,)
funkce fv okoli bodu [x , ..., X ] je funkce

Loof
fL(Xl""1 Xn) = f (Xlo""’ Xno) +/Z§(X0) ) (Xk - Xko)
k=1 k

Nahradime-li skute/é,n}'?/[,)ﬁrﬁstek funkce
Af = f (?,(10"4; hl""’ Xno T hn) — f (Xlov"’ Xno)

prirtstkem jeji linearni aproximace pfi posunu proménnych

oh; azh,

" AfL(ﬁ) = (%o 0y X0 +0) = F(Xg 00 Xop)

fikdme, Ze veli¢ina Af_ je totalnim diferencidlem

funkce f bod¢ [Xy , ..., X0 ) O pfirdstku n zna¢ime ho

& (X5, h)

Obvykle veli¢iny hy se povazuji za velmi malé (nekonecné
malé - infinitezimalni) oznacuji se h = dx, piSeme

5 (7%) = df (io\iéié;i (%,)-dx,

k=1 &Nk

Pismeno malé d u dx; ted’ znac¢i jen nekone¢né maly ptirdstek

Poznamka.

Tento pojem je zakladem teorie klasické termodyhamiky.
Jedna se tedy o lokalné optimdlni linearni aproximaci-funkce v
daném bodg.. Zavedené pouzivani stejného pismene maléd u
funkce 1proménné je predmétem nedorozuméni. \'



1. StraSidelny totalni (Gplny) diferencial
Diferencial (= totalni diferencial pron =1)
Matematicka definice

Necht funkce f(x) ma v bod¢ x, konecnou derivaci f'(X, ). potom
diferencidlem funkce f(x) v bodé€ x, nazyvame veli¢inu

of (Xo) = f,(Xo)'h

kde h je realné Eislo.

X, (X, +h) X

Fyzikalni definice

Nejlepsi aproximaci funkce f(x) v okoli bodu x pomoci linedrni
funkce je funkce

fL(X)=F(X)+ F (%) (X—X%,)
Nahradime-li skute¢ny pfirtstek funkce f(x)
Af = (X, +h)— (X,)
ptirtstkem jeji linearni aproximace

Afp = (% +h)— T (%)= f'(%)-h

pak Af je diferencidlem f(x) v bod€ x, .

(")

Velic¢inu h chapeme obvykle jako velmi malou a mizeme ji
oznacit jako dx (diferencial x). Diferencial pak oznacujeme

df(x).

Zapisujeme O (%) =df (%) = F7(x,)-dx

Vlastnosti diferencialu

(pravidla jsou analogicka jako pro derivaci)

f(x) a g(x) jsou dvé diferencovatelné funkce
(maji derivace)
a,b — realna ¢isla
Diferencial je linearni funkci

dla- f(x)+b-g(x)]=a-df (x)+b-dg(x)

Diferencial soucinu

d[109- 909 (99 + (- 300 =| S0+ 1952 |-

Priklad z termodynamiky
d(T-S)=T-dS+S-dT

df d
df [u(x)]:aidx

Diferencial slozené funkce

Poznamka

Zavedeni diferencidlu umozinuje zavedeni fady fyzikalnich modela
a vypoctu. Je tieba ale si vzdy uvédomit, ze jde o veli¢inu lokalni
(limitni).
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1. Strasidelny totalni (Gplny) diferencial

Shrnuti

Rozbor konkrétni situace obvykle ukaze, Ze dana parcialni
derivace ma vyznam néjaké konkrétni fyzikalni veli¢iny. Ukédzeme
si to v dal§im. Veli¢ina A pfedstavuje tendenci zmény X pii zmeéné
u o jednotku. Tedy pfipomina rychlost smény. Vyjadieni dX jako
totalniho diferencidlu tedy umoznuje predvidat zmény veli¢in
(funkce) pii zmén€ promeénné.

Funkeci vice proménnych nahradime v daném bod¢ nejlepsi
linedrni aproximaci. Slovo nejlepsi znamena, Ze tato aproximace,
predstavovana obecné nadrovinou v (n+1) rozmérném prostoru je
tecnou nadrovinou v daném bod¢. Pokud uvazujeme nekoneéné
malou odchylku proménnych od daného bodu, pak zména linearni
aproximace nahrazuje zménu funkce. Podafilo se tedy nahradit |
zménu obecné funkce zménou nejjednodussi funkcee a tou je funkce |

linearni. Casto ma fyzikalni vyznam i dalsi (druh4 derivace
Tento ptistup umoziuje hlubsi analyzu chovéni dané funkce X), napf.

funkce.
Jaky je vyznam tohoto nahrazeni? ;
(opét pro ptipad dvou proménnych) 0*X 0> X

W(UO’VO) = ou’ v C

Piedstavme si stavovou funkci X zavislou na dvou

proménnych u a v.
X =X(u,v)

Nekonecné maly ptirtistek 1ze vyjadrit jako totalni diferencial

OX OX
dX = E(uo,vo)-du +E(uo,vo)-dv

dX =A-du+B-dv

V literatuie o termodynamice se obvykle zapisuje uvedena
parcialni derivace jinak, napf.

oX oX
—(Ug, V)= — |, =A
LITRS (auj

Cte se obvykle: ,, X (delta x) podle du pii konstantnim v*.

Ptiklady si uvedeme v €asti o fazovém piechodu.

Vyjadieni zmény funkce pomoci parcialnich derivaci

- umoznuje integrovat funkci v n&jakém intervalu proménnych,

tedy vypocitat né¢jaky souhrnny, nahromadény efekt. Napf.

D= %(uo,vo)-du
u

up

Poznamka

Pojem ,,totalni diferencial zni trochu drsn¢. Volime ho zde
Proto, ze v anglicky psané literatuie se pouziva termin
,total differential” . Viz : Riley strana 154



2. Po stopach entropie

Neékteré pojmy z teorie termodynamiky
Rozdé&leni veli¢in podle matematického charakteru.

Termodynamické veli¢iny mizeme v kazdém konkrétnim

ptipadu rozd¢lit na

- stavoveé proménné (mohou se volné menit, nemusi byt zavislé na
jinych veli¢inach (X;), jejich velice malou zménu oznacujeme dX;

- stavové funkce (zavisi na stavovych proménnych a ma vlastnosti
funkce). f(x;)

- nezavislé veli¢iny (viz napt. nékteré druhy prace, teplo),
nejsou ani stavové proménné ani stavové funkce.
Poznamka

Podle konkrétni situace miize stavova proménna byt také funkei
a stavova funkce také stavovou proménnou. Dokéze-1i se o nové
nalezené velicing, Ze je stavovou funkci, znamena to , Ze také mlize
byt stavovou proménnou (viz entropie). Piiklad: pV=nRT , T je
také funkci (p,V).

Rozdé&leni veli¢in podle fyzikalniho charakteru

- intenzivni &; (stav v daném misté, napf. hustota, teplota, tlak,
tzv. hustoty veli¢in, atd...)

- extenzivni A; (Umérné celkové hmoté systému napf. energie,
termodynamické potencialy, hmotnost, objem, atd...).

Poznédmka
zde rovnéz plati, ze napt. z extenzivni veliiny lze vytvofit
intenzivni a naopak (napf. hmotnost a hustota).

Sdruzené veliciny (g, A;).
Nekteré veliciny se v konkrétnich déjich (obvykle pfi tocich)

sdruzuji do dvojic(jedna intenzivni a druha extenzivni). Napft. pfi

vyjadieni konkrétniho pfirtstku prace (viz v dalsi).

9)
Cyklické 1 necyklické déje

- vratny (velmi pomaly, stale blizko rovnovahy, Cisté
teoreticky pojem). Vratny d¢j maze probihat v obou
smérech, pies stejné stavy v opacném potadi, okoli se také
vrati do ptivodniho stavu. Probiha velmi pomalu
(kvazistaticky).

- nevratny (rychly, odchylky od rovnovahy, probihaji
toky intenzivnich veli¢in, vétSina praktickych ptipadi).
Nemiize se vratit do ptivodniho stavu stejnou cestou.

Pojem entropie byl odhalen pfti studiu fyziky vratnych a nevratnych
cyklickych stroju v 19. stoleti. (Clausius 1850). Od té doby se jeho

pouziti rozsifilo do vSech moznych odvétvi véetné chemie a biologie.

Pojem entropie se vyvijel od 19. stoleti ptiblizné
Vv téchto krocich:
1. Termodynamické definice entropie (objeveni entropie)

pfi studiu cyklickych tepelnych strojt.

2. Entropie jako stavova funkce i jako stavova proménna,
entropie pii vratnych procesech.

3. Chovani entropie pfi nevratnych procesech

4. Statisticka definice entropie.

5. Teorie informace s vyuzitim entropie. Shannontiv vzorec.

Termodynamiku Ize rozdé&lit na:
- rovnovaznou (klasickou)

- linearni nerovnovaznou

- nelinearni nerovnovaznou



2. Po stopach entropie

Klasicka rovnovazna termodynamika
(Lord Kelvin —1841)

Charakteristika teorie: fenomenologicka

- nepfihlizi k vnitini struktute latky

- uvazuje jen kvazistatické (tj. velmi pomalé ) déje

- systém je stale v rovnovaze s okolim, nebo blizko
rovnovahy

- popisuje energetické premény v objektu a vyménu
(energie, hmota, entropie) s okolim

- matematicky néstroj: teorie funkci vice proménnych
(parcidlni derivace, totalni diferenciél, vicerozmérny integral)

- vymezuje roli tepla mezi formami energie (disipace energie)

- zavadi a vysvétluje pojem entropie

- je zalozena na tiech zékladnich vétach

- urcuje smér samovolnych procesi

- pracuje s pojmy vratné a nevratné déje

Zakladni model: (jednoduchy systém)
idealni homogenni izotropni plyn; valec s pistem
(plast’ valce 1 pist jsou tepelné izolovany

izolace
S
AQ AW vngjisily
P,V T AX
izolace (vn&jsi podminky)

(10)
Vilec s pistem:
- piijima teplo AQ (AQ > 0) pies zakladnu, pokud odevzdava
teplo je AQ<O.
- vykondva pouze mechanickou (objemovou) praci AW
(AW > 0) pti pohybu pistu proti vn&j§im silam (také oznaceni
préce tlakovych sil)

Vnitini energie U:

Soucet vSech kinetickych energii molekul U, a vSech forem
potencidlnich energii vzdjemnych interakci molekul a interakci
s okolim U, (napt. vn&jsi pole). (Lze dospét k piedstave, ze je
To ta ¢ast vSech energii, které se vratné¢ mohou meénit v préci.)

Vnitini energie U je stavova funkce (zavisi pouze na
parametrech daného stavu systému, nezavisi na cesté po které
systém do daného stavu prisel).

Ptedpokladejme platnost
stavové rovnice idedlniho plynu

p —tlak[Pa] ; V — objem[m?q]

T — absolutni teplota [K]

R — univerzélni plynova
konstanta (8,3154 J.mol-! . K1)
n — pocet molt plynu

pV =nRT

Zname-li ve stavové rovnici dvé promeénné veli€iny stavu
(napt. p a V) je uz tieti veli€ina (teplota T) jednoznacné urcena.
Vnitini energie U je tedy v tomto ptipadé funkci dvou stavovych
proménnych, napt. p a V.

U=U(p,V)

Poznamka — o idedlniho plynu se obvykle uvazuje jen vnitini
kineticka energie U, (ekviparti¢ni teorém) .



2. Po stopach entropie

Objemova prace
Pfi posunu pistu o AX (dX) se vykona
systém objemovou praci

VNN
S
AQ — > —> AW
Q PV, T AX
_TTTTTTTT
AW =p-S-Ax=p-AV P-S  tlakova sila

kde AV je zména objemu plynu

Uvazujeme-li infinitezimalni (tj. velmi maly) posun
pistu dx, je infinitezimalni mnozstvi vykonané objemové prace

OW =p-S-dx=p-dV

rrrrr

veli¢inu (nebo zménu veli¢iny), ale ne o
totalni diferencial funkce vice proménnych

(11)

Prvni véta termodynamicka
(zakon zachovani energie pro jednoduchy systém)

(V pripadé, ze nedochazi k zadnym dal$im vnitinim procestim,
jde o homogenni systém, nekond se zadna jina nez objemova
prace, procesy jsou vratné)

AU = AQ — AW

Ptirtstek vnitini energie AU se rovna piijatému teplu AQ
zmenSenému o vykonanou objemovou praci AW (konvence)

Pro velmi malém posunuti dx

dU = 80 — SW

Zde: dU — je totalni diferencial vnitini energie
0Q — velmi malé mnozstvi dodaného tepla

OW — velmi malé mnozstvi vykonané objemové prace



2. Po stopach entropie

Termodynamicka definice entropie

Uvazujme Carnotav vratny cyklicky tepelny stroj
mezi dvéma laznémi (1824)

1 — izotermicka expanze p=
(T, - konstantni), pfijaté teplo Q,

<|=

2 — adiabatické expanze (bez vymeény tepla)
k
p=-% ¢
v C
C, a Cy jsou molarni tepelné kapacity
pfi stalém tlaku nebo objemu

3 —izotermicka komprese
(T, - konstantni), odevzdané teplo Q,’

4 — adiabatickd komprese
(bez vymény tepla)

(12)

W
| .
T, [Q Q.| T
> P — =
teplejsi Q, chladngjsi
lazen lazen

Utinnost Carnotova stroje
( = vykonana préace lomena piijatym teplem)

:ﬂ:Q1+Q2 _Tl_TZ

Q Q T

Q; - znaci vzdy teplo piijaté

Carnotiiv teorém:

Carnotliv vratny cyklus ma mezi vSemi tepelnymi cykly pracujicimi
mezi dvéma tepelnymi laznémi maximalni moZnou G€innost. Stejnou
ucinnost maji 1 jiné vratné cykly mezi dvéma laznémi. Nevratny cyklus
ma nutn€ mensi ucinnost.

Poznamka

Kodic¢ek, Karpenko: strana 21: ,, Carnotdv cyklus...tento, upfimné
feCeno obtizné stravitelny a biochemicko-biologickému srdci obvykle
velmi odtazity postup je popsan v kazdé ucebnici fyzikalni chemie. ..



2. Po stopach entropie

Obecny (libovolny) vratny kruhovy dé¢j —
Modelové nahrazen soustavou Carnotovych cykli

Tir; Qi

Tiz; Qi

- ptispévek od sousednich adiabat se vyrusi
- pro i-ty Carnotlv cyklus plati
Qil Qi2 Qil Qi2

===z =S +=£=0
Ty T T T

Tedy sedteno Qu > Qe _g
T T
Pfi nekonecném poctu cykli

§§ =0 oznacme
T

ds =X
=

Takto je definovan nekoneéné maly prirtistek entropie

(13)

Vlastnosti veli¢iny S (entropie)

Stav@

Razné cesty

zmeény stavu

S —je pii vratnych procesech stavova funkce

(zavisi jen na stavu systému — zde p, V) protoZze nezavisi
na cesté¢, po které prejde systém

ze stavu do stavu .

Lze psat: S =S(X,)

Dtikaz:
Utvorime uzaviené cykly: A-D; B-D; C-D, pak

Proto je totalni diferencial

(Svoboda E., Bakule, R.: Molekulova fyzika
, Academia, Praga. 1992)



2. Po stopach entropie
Statisticka interpretace entropie

Zakladni myslenka: tvorba daného makrostavu
z riznych mikrostavi.
Boltzmannova definice: (1887)

kg =1,38.102J K1

S =kg-Int
(Boltzmannova konstanta)

t- pocet riznych mikrostavil, kterymi se da realizovat
dany (definovany) makrostav.

Nazev také: termodynamicka pravdépodobnost
(pro odliSeni od b&éZne pravdépodobnosti p e <0,1>
Zdet> 1.
Vyznam: ¢im vétsi je t, tim vétsi je pravdépodobnost stavu.

Modelovy piiklad:
Komtrka rozd€lena prepazkou na dvé oblasti (ptihradky),
3 tvarové stejné kulicky vedle sebe ale rizné barvy,
nezavisi na poradi (linearni uspotradani)

t S[J.K?!] pravdépodobnost p
000 10 1/8
o0 o 3 1,52.102 3/8
® 00 3 1,52.10% 3/8
000 ! 0 1/8

(14)

Matematicky nastroj: kombinatorika

Obecny priklad:

Komirka rozdé€lena ptepazkou, N — rozliSitelnych

kuli¢ek, vlevo m — kuli€ek, vpravo (N-m) kulicek
N

\

[ /

m N-m
Pocet riznych
zpiisobti uspotadani B N!
kulicek mi(N —m)!

Poznamka z kombinatoriky:
Je-1i v pfihradce m- riznych kulicek sefazeno vedle sebe na
pfimce, pak vS§ech moznych uspotadani je m!

Dtivod pro funkci logaritmus

- S-jeaditivni

t, t, (pti spojeni dvou
izolovanych ¢asti) je
Sl 82 S= S:L =+ 82

Dikaz: t=t, t, —~ In(t,-t,)=Int, +Int,

In (log,) jedina elementarni funkce spliujici
tuto relaci



2. Po stopach entropie (15)
Z hlediska vymeény energie, entropie a hmoty

Rozdéleni termodynamickych systémi s okolim délime systémy na: izolovany, adiabaticky, uzavieny, otevieny
izolovany adiabaticky uzavreny L otevieny
(nevyménuje (nevyménuje energii a (vymenuj_ ¢ energtl, pract (vyménuje energii, entropii, praci
s okolim nic) entropii, kona praci) a entropii) a hmotu)
okoli . ' hmota nergi
vykonava . energle energie
vykonava 41

praci

. 7
praci
7’
'

TN ™S
{@3 XY - -
‘w’ B

~
\\ Sa
dS=d;S+d.S  entropie

izolace

| . Biologie |
: Podminka Zivota — I
: otevieny systém d.s d.S>0 Zmény uvnitf systému :
: A >0 - IOV
: d.s <0 Zmény: vsechny moznosti :
I e _ ,vtéka*“ nebo ,,vytéka“ :
: =
| : >0 !
| Celkova zména entropie | dS=d.S+d.S | <o l
zivého systému - |
I =0 I
: V urcitych procesech miize dS <0, napf. pii ristu a déleni bunék. l



2. Po stopéch entropie

Vlastnosti entropie S:

1) Vizolovaném systému probiha samovolny piechod
(nevratné procesy s A S > 0) do stavu rovnovahy
s maximalni entropii. (S charakterizuje smér procesu).
Nehomogenni systém ptechazi v homogenni.

2) S rostouci usporadanosti systému entropie S klesa
(S je mira neusporadanosti systému)

3) S je aditivni (extenzivni funkci — spojenim dvou
izolovanych systému se jejich entropie sectou).

4) S je urcena termodynamicky az na aditivni konstantu.
(je definovana jen svym pfirdstkem dS).

5) Pfi vratnych procesech v homogennich systémech je
entropie stavovou funkeci, pfi téchto d&jich ma tedy totalni
diferencial. Obecné pak hraje 1 roli stavové proménné.

Poznamka

Otevienou zUstava otazka, zda pfi nevratnych procesech je entropie
stale stavovou funkci. Dokazat to zfejmé nelze. Néktefi autofi tedy
pouzivaji axiomatické tvrzeni: (Viz napt. Hala str. 59)

,, axiomatické vyhlaseni entropie: existuje stavova funkce

zvana entropie, jejiz totalni diferencial je vétsi nebo roven. _2
T
ds > X
T

(to neni diikaz, ale axiom)

(16)

Vyvoj izolovaného nerovnovazného systému v case

Diky vnitfnim toklim riiznych veli¢in entropie roste az dosdhne
svého maxima. Intenzivni parametry (teplota, tlak, koncentrace)
se postupné vyrovnaji a toky ustanou. Systém ma nejvyssi
neuspoiadanost. Termodynamické potencialy postupné klesaji
az dosdhnou minima.

t

Tim se systém muze dostat do rovnovahy s okolim
(po obnoveni kontaktu). Naznacené fluktuace pak mohou snizit
entropii a zvysit hodnotu potencialu.

rovnovaha — vSude stejna
teplota, nejsou toky

nerovnovaha — teplota je funkci
mista, probihaji toky



3. Zahadna Clausiova nerovnost

Matematickd formulace druhé véty termodynamické

Existuje vice forem formulace druh¢é véty termodynamicke,
obvykle zavisi na autorech a vychozi teorii

Vychazime-li z cyklickych procest , pak

(Svoboda E., Bakule, R.: Molekulova fyzika, Academia,
Praga. 1992, strana 72)

meq
T

§$<O

=0

Pro vratné cyklické d¢je §

Pro nevratné cyklické déje
(Clausiova nerovnost)

Vychézime-li z dil¢ich zmén

(Marsik, F. , Dvorak, I. .: Biotermodynamika, Academia,
Praga. 1998, strana 70)

TdS =Q
TS > X

Pro vratné déje

Pro nevratné déje

Uvaha (zdanliva zahada)

Na prvni pohled mize se nerovnost zdat protismyslna.
Zda se, ze celkova entropie pii nevratném cyklu klesne,
protoze element entropie je definovan (pfi vratném déji)

jako 0Q
dS =—
T

Diikaz Clausiovy nerovnosti (17)

Je-li alespoii jeden z dil¢ich d&jii nevratny (napft. cyklus j),
Pak pro néj plati

Q+Qy < T,-T/
Qi Ti
A tudiz _ j'>& O>&+Qj'
T T. T T

] J J ]

Nyni bude soucet zdporny

V integralni formé § oQ

Néktera mozna vysvétleni Clausiovy nerovnosti
Napf.

Pfipomenme: Q je teplo vyménované s okolim (dva rezervoary),
konkrétné kladnd hodnota Q znamena teplo pfijaté. Nebere se tedy v
uvahu teplo, vznikl¢ pii nevratnych procesech uvnitt systému. Znaménko
,»mensi“ znamend, ze v nevratném cyklu je bud’ pfijatého tepla méné,
nebo odevzdaného tepla vice, nebo plati oboji. (mohla by i narist relativné
teplota T’} ). V systému bud’ dochazi k toku tepla, nebo teplo vznika
(napf. pfi tfeni).
Dtsledek 1
Pro nevratny cyklus uZ neplati, Ze entropie definovana jen pres
pfijaté teplo se neméni. Takto definovana entropie pfestava byt
stavovou funkci.
Obecné definovand entropie ale je stavovou proménnou S
(jedna z charakteristik stavu systému).
Vyraz &S nyni neni totalni diferencial, ale jen infinitezimalni zména
S. Ale i v tomto piipadé piseme dS, je to zména stavové promeénné.



4. Princip rlstu entropie

Proc¢ nevratné procesy v systému vedou k rustu entropie?
Rust entropie pii nevratnych procesech v izolovaném systému
Ptfedstavme si dva velmi malé objemy v nehomogennim

izolovaném systému v kontaktu pies jednu sténu . V levém
objemu je teplota T, a v pravém nizsi teplota T, .

Izolovana
soustava

Podle Clausiova teorému (druha véta termodynamiky) muze kladné

teplo téci samovolné pouze zleva doprava, ve sméru klesajici teploty. |

Teplota vpravo mirn¢ vzroste, ,teplota vlevo klesne. Entropie vlevo
klesne, ale vpravo vzroste o vétsi hodnotu. Celkové entropie
systému vzroste.

A
as, =29 (g as, =2Q .9
1 2
[AS|>|AS,|  protoze  T>T,

AS =AS, +AS, >0

Entropie v dané oblasti tedy vzroste

Rust entropie pfi nevratném cyklu (18)

Uvazujme modelovy cyklicky d¢j ze stavu (1) do stavu (2)
a zpét. Prvni d¢j je nevratny a adiabaticky (izolovany systém),
- nevymeénuje teplo. Druha ¢ast je vratna s vyménou tepla (uzavieny
~ systém).

p vratny déj
o (2)
nevratny d¢j
(adiabaticky,
bez vymény Q)
| V
2 1
R _F R [ R _g
Podle Carnotova T = T T
teorému 1 2

X,
=

[ R _[ R
0=! = <! S =S, -8,

po zd&méné mezi u vratné ¢asti

I—"—;I\)

1
_ &gvr

jina uvaha: pro vratnou ¢ast plati
1
| Rur
2

aby celkovy integral byl zaporny

S =5, -5, <0

0<S,-S5 S, <S,

Pfi nevratném cyklu vzroste entropie systému



Nepovinné

" 4. Princip rstu entropie

ﬁﬁs‘g\entropie pii nevratném cyklickém dé&ji v jednoduchém
systému (idedlni plyn)

(vlastni Gvaha)

nevratny cyklicky dé&j
T,>T,

Q,<0

Q— 1 | -Q

Pro vratny cyklus AU: Ql + Q2 —AW =0

Vnitini energ{i,e’lj, jefunkcepaV. U =U ( p,V)

Lze to ‘tak chapat, protoze pro jednoduchy systém
je kazda stavova funkce zavisla na dvou proménnych.

pV =nRT

19
Po navratu do vychoziho bodu AU =0 (19)

Dalsi predpoklady:
AW je v kazdém cyklu stejné
Q; je v kazdém cyklu stejné

Pro nevratny cyklus

AU =Q, +Q,+AQ - AW =0

Odeéteme;li"{lvedené dvé rovnice od sebe

Q+Q,+AQ - AW =0

Q+Q,-AW =0

Qz,_Qz + AQ =0

“Podle Clausiovy nerovnosti

Q.
Pfi nevratném cy\k}u\ se generuje teplo a tim entropie

AQ=Q,-Q;=[Q]-[Q,|>0

> ‘Qzl Pozor: tepla Q, a Q,” jsou zaporna

Poznamka
Jaka je skutecna teplota neni jasné, neni homogenni,
ale na znaménko pfirtstku entropie to nema vliv._



5. Entropie a informace

Informace

Uvazujme, Ze existuje t — zptisobul (mikrostavil) realizujicich

dany makrostav systému. Mnozstvi informace o téchto realizacich

I(t) je umérné t. Uvahy jsou podobné jako pfi zaveden statistické
interpretace entropie.

Piiklad: (n€kolik riznym mikrostavi
realizujicich dany makrostav).

@ O 0

000 0 |¢ 0o

Je-1i obecné piihradek m,
plnych kulicek n; a -
“prazdnych n,, pak (m—n,—n,)!n,!n,!

m!

V naSem pfipadé¢ m =8, n; =3, n, = 2. t =560

Sklada-li se sytém z k — nezavislych podsystémt, pak

k
t= H t i tj - poCet mikrostavi
j=1 podsystému j
Pozadujeme, aby informace o systému k
byla soutem informaci o jednotlivych I(t) = Z I(t;)
podsystémech. 1=

Tomuto pozadavku vyhovuje ze znamych
elementarnich funkci jediné logaritmus.

Obecné lze proto mnozstvi informace definovat funkci

15(t)=k-log, t

k > 0 (kladné) konstanta
a > 0 —zaklad logaritmu

V informatice je obvykle voleno :
k=1, a=2; jednotka 1 bit

Shannonilv vzorec
N — prihradek; kulicky o m — barvéch; barva j ma N; kulicek.

N .

pj:WJ

Primérné mnozstvi informace ptipadajici na jednu ptihradku:

je pravdépodobnost vyskytu kulicky o j-té barve

(20)

. Ik m

I{a( :Wa:_kz P; -log, P;
j=1

Biologie

Priklad: bilkovina se stejnou pravdépodobnosti
zastoupeni vSech dvaceti aminokyselin

is=-) p;-log, p; =4.322 bitd

=1

Ma-li bilkovina celkem n aminokyselin pak celkova

obsazena informace je piiblizné 11=n-4,322 bith



5. Entropie a informace . (21)
Nepovinné

Pouzijeme Stirlingiv vzorec pro N >> 1.
Pfikla(\i\:“ha'}zeni minci : 5 x loo. N!~ N -loa. N =N
Informace 6 vysledku: | Ja IV %
t=2°=1}(t)=log,2°=5 Ot " T

15(t) =k| log, N'=>"log, N;! |~ k| N -log, N->"N;-log, N; |=

Poznamka j=1 , j-1
Statisticka interpretace entropie v-termodynamice ma stejny 3 m m
zapis a velmi podobny vyznam. Z N; Z N j,,‘»IOQa N; "
- =kN JZIN log, N — = N =—kN> p;-log, p
— . N ,// j=1
S(t) =kg -Int kg = 1,38.102 J.K-L <
i 2
Jednotky: J.K-1 a=e -—zaklad pfirozenych - Zde /,fp, N
logaritmu je-pravdépodobnost vyskytu kulicky o j-t¢ barveé v dané
RN _pfihrddce. Primérné mnozstvi informace pfipadajici na jednu
Pievod jednotek: . prihradku:
it = 23K
Int=In2-log,t=0,603 13ty - PIt= 09610 IKE 4 - T S
Shannontiv vzorec S

Odvozeni: N — piihradek; kulitky o m —barvich

barvaj ma N kulicek (zavedl Shanon vroce 1963 jako negativni entropii)
]

o0 soels]

ﬁ N ! ,,"’/N/: Z N;

T j=



6. Zmatek v termodynamickych potencialech

Idealni termodynamické potencialy

Uvazujeme jako teoreticky model jen idedlni plyn ve valci,
jak je uvedeno v ptedchozim. Dale uvazujeme jen vratné
procesy a systém muze vykonavat jen objemovou praci.
Uvazujme jen 4 stavové proménné: T, P, V, S. Nékdy se tento

systém oznacuje za jednoduchy.

Vnitini energie

Vnitini energie U je ptirozené vyjadieni energie systému.

Ukazala se ale jako malo vhodné pro praktické aplikace
termodynamiky. Obecnéjsi vyjadieni (spojeni 1. a 2. véty TD)

dU =T-dS—p-adv

Pro S = konst; V = konst. tj.

izentropicko-izochoricky d&j) (dU)s, =0

Definitoricky byly zavedeny dalSi termodynamické potencialy

(maji vyznam energie a maji jednotky energie J ).

Volna energie

F=F(T,\V)=U-TS

H=H(S,p)=U+pV Enthalpie

G=G(T,p)=H-TS Volna enthalpie

(Helmholtzova volna energie)

(Gibbsova volna energie, aj. )

(22)
Lze ukazat, ze pro vratné déje plati
Volné energie

dF =-S-dT - p-dV

Pro T = konst; V = konst. tj.
izotermicko-izochoricky déj)

(dF)T,V =0

Zde je jeden zajimavy vysledek.
Pokud je d¢j izotermicky, pak objemova se rovna ubytku

volné energie.

Pro T = konst; tj. izotermicky d&j) dF =—p-dV
Enthalpie
dH =T -dS+V -dp
Pro S = konst; p = konst. . Tj. (dH), ;=0

izentropicko-izobaricky d¢&j)

Pfi konstantnim tlaku je zména dH=T-dS=Q
enthalpie rovna pfijatému teplu.

Volna enthalpie

dG =-S-dT +V -dp

Pro T = konst; p = konst. t.

izotermicko-izobaricky dg&j) (dG),,, =0



Nepovinné

Magicky (Maxwellv) Ctverec

K \V F T
1
1 ™
Il \ N / 7
I .
1 N /7
1 \ 7
: N
. N Y
7
| E (=U) > G
. s N
1 | / \
1 | \
1 1 V4
1 1 7 \
1 1
' I 7 \
| J \
= N
\ /

o

Vae Tolik Potiebné Schéma®~ E, F, G, H
-~ (podle abecedy)

Ve vrcholech &tverce jsou stavové proménné
v potadi V-T-P-S podle sméru hodinovych rugicek.
Stredy stran jspu"\,/ abecednim potadi napsané
termodynamické potencialy (E — F — G — H).
Je zde jédna zména, vnitini energii U zde doGasné
oznatujeme jako E.
_~Existuji rizné varianty &tverce.

6. Zmatek v termodynamickych potencialech (23)

Pravidla ¢tverce

1) Termodynamicky potencial u strany zéyis’i/
na proménnych v pfilehlych vrcholech:

U@is,Vv); F(TV); G(T,R);af"’ﬁ(S,P)

2) Parcialni derivace potencié}ﬁ/j’é/(,)u na vrcholech protilehlé
strany. Napt. dU podle dS/pf‘i‘konstantnim Vje (-p). Je to
nejblizsi vrehol k 'V, kladny pokud u n€j neni Sipka.

dU=T.dS—p-dv

(U (G_Uj _

dF =-S-dT — p-dV

(ggj - \\{Qﬂj _v
oS ), 6p S

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

dG =-S-dT +V -dp

(99) _s (oG _y
oT D ap_l_

| | TS — | =-p



7. Mtze byt prace neuzite€na?

Dosud jsme uvazovali pouze objemovou praci. Redlny systém

ale miize ménit energii i diky jinym druhtim prace. Ozna¢me ji
jako uzite¢nou praci.

Nejdrive ale zobecnéme situaci tak, ze uvazujeme mnohem
vice veli¢in, nez dosud. Kromé p, T, V uvazujme dalsi veli¢iny.

- intenzivni @; extenzivni A
Reélné termodynamické potencidly

A. Vratné procesy

Velice maly element uzitecné prace OW’ se da obecné vyjadrit:

é\N’zZai -dA

Formalné nyni rozsifime nase vzorce pro termodynamické
potencidly a jejich diferencidly

Vnitini energie U

dU=T-dS—p-dV — oW’

Pro S =konst; V =konst.. Tj. | (dU),, = —oW~
Izentropicko-izochoricky déj) '

. (24)
Volna energie F

dF =-S-dT - p-dV —-oW’

Pro T = konst; V = konst. tj.

izotermicko-izochoricky d&j) (dF)ry =—oW"

Zde je jeden zajimavy vysledek.
Pokud je d¢j izotermicky, pak celkova prace (objemova i
uziteCnd) se rovnd Ubytku volné energie. Zde se tedy uvazuje

1 objemova prace.
Pro T = konst; tj. izotermicky dé&j)

dF =—p-dV — W= —6W

Enthalpie H
dH =T.dS+V -dp— oW~

Pro S = konst; p = konst. . Tj. (dH), , =—W’
Izentropicko-izobaricky déj) P

Pro izobaricky .,
dgj; tj. p = konst. dH=T-dS-dWN

Pokud se tedy nekond zadn4 uziteCnd prace a proces je vratny, je
zména enthalpie rovna pfijatému teplu.

dH =T-dS =80
Enthalpie se pouziva v termochemii pro vyjadieni reak¢nich tepel a
Hessovych zakoni.



7. MtiZe byt prace neuziteCna? (25)

Volna enthalpie | Realné termodynamické potencialy

B. Nevratné (nerovnovazng¢) procesy

dG =-S-dT +V -dp— oW’

Volna energie F

Pro T = konst; p = konst. tj.

izotermicko-izobaricky dgj) (dG), )= ~OW’ Pro T = konst; tj. izotermicky d¢&j)
Obecny zavér: dF < —oW’"—pdV
Vzdy pro uvedeny d¢j (dveé konstantni stavové proménné) je bytek ) ‘
potencidlu roven vykonané uZzite¢né praci. Pfipominame: do uzite¢né Ubytek F je vetsi, nez veskera vykonana prace.
prace se nezapoCitava objemova prace. 3 Potencial F se méni na praci se ztratou, neuplné.

(Cast energie se méni na teplo, napf. ttenim).

Biologie
Pti nékterych biochemickych déjich v bunice 1ze ptredpokladat, Ze
probihaji za konstantni teploty a tlaku. Pak je nejvhodné&jsim
termodynamickym potencidlem pro vyjadreni uzitecné prace volna
enthalpie G.

Volna enthalpie G

I
I
I
| . ProT=konst; p =konst. tj. izotermicko-izobaricky d¢j)
: dG < —6W”

Ubytek G je vétsi, nez vykonana uZitena prace.
Potencidl G se méni na praci se ztratou, neuplné.

Obdobné¢ vztahy pak plati i pro vnitini energii U a
enthalpii H.

Pro S = konst; p = konst. . Tj. (dH), . <—W~
Izentropicko-izobaricky d¢j) P

Pro S = konst; V = konst. . Tj. (dU ) < —-OW~
Izentropicko-izochoricky dé&j) >V



7. MiiZe byt prace neuzitecna?

Nepovinne 3) Povrchové napéti 6
Ig‘ﬁklady d&jd uzitecné préce: oW = E a, - dA Pfi zvétSovani plochy dP, ve které je povrchove
i napéti ¢ se musi vykonat prace o
Obvykle: “a; - intenzivni veliginy (obvykle vnitini) /
A, =extenzivni (vn&jsi nebo vnitini ) veli¢iny nitini B SN

1) Elektrostat\ixc\:\ky potencial ¢ néboje q
MW’ =o-dP

Pfi posunu néboje q mezi misty s rozdilem

potencialu dg je tfeba vykonat praci , -
" Povrchové napéti c ma vyznam

(26)

oW —q.d energie jednotkové plochy
g Lo
El;vilr]otenciélni Nebo pii dodé\n\i\ﬁ}iboje dg - B plestielypotencidl
plochy do mista s potenciéle\rhxcg:/’/ u,= Ekx2 k — silova konstanta
— i Pii posunuti o dx je
5\/\/’e — QD’dq nutné vykonat praci 5\N'77 =kx-dx
Potencidl a naboj si mohou, podle okolnosti, Vymémt"fankce. Télesg \ﬁap{uiené z rovnovazné polohy o vychylku x.

2) Chemicky potencial pslozky i 5) Magnetické pole

, L , U,=-M B-V'=-MBV -cosa
Muze-li systém ménitpocet Castic typu vymeénou
s okolim (N; - pocet mol i-t¢ Castice), nebo chemickou

reakci, mizZe se m¢niti potencialni ¢ast vnitini energie U, dW’=MBV -sina-da
(a ostatni termodynamické potencialy). Pfi vratném dg&ji se | B E e
pak &ast uziteéné prace vyjadii jako | M Vektor magnetizace —.
Magneticky moment objevae
‘_ § jednotky -



8. Fazové prechody a parcialni derivace

Fazove¢ prechody
Féze: homogenni ¢ast soustavy oddélena od
okoli rozhranim.
Gibbsovo pravidlo fazi  zde:

V — pocet stupiii volnosti
S — pocet slozek
f — pocet fazi

v=s—f+2

Priklad:

Led —voda—vodnipara:s=1,f=3 —-v=0
Ve stavovém diagramu bude tedy jediny bod —
trojny bod vody (T, = 273,16 K= 0,01 oC;
P, =611,7 Pa.

Uvazujme jednoslozkovou soustavu, a dvé faze
napf. kapalnou a pevnou (s =1, f=2,atedy v=1)

Pfi rovnovaze za dané teploty a tlaku (p,T),
pokud G nezavisi na dalSich parametrech A;
rovnaji se volné enthalpie fazi

G/(p.T)=G,(p.T)

(27)

Ptipomenime si vyraz

dG=—S~dT+V-dp=(ng'dT+ G dp
o ), ).

Tedy porovnanim

S= —(QJ V= (@j
ar ), ap ).

Féazovy prechod 1. druhu:

Za konstantniho tlaku p se pfi teploté pfechodu lomi zavislost G(T)
a tudiz se méni nespojité (skokem) prvni derivace G, tj. entropie S
a objem V.

Schématicky ptiklad: tani ledu: entropie skokem
vzroste, objem skokem klesne



8. Fazové prechody a parcialni derivace
Fazovy piechod 2. druhu: oy

V bodé¢ pfechodu za konstantniho tlaku jsou spojité prvni
derivace G, ale lomi se, nespojité jsou druhé parcidlni derivace
G. (Jsou 3)

Skokem se méni:
C, - tepelna kapacita pfi stalém tlaku
Y - izobaricka teplotni roztaznost
K — izotermicka kompresibilita

C, - tepelna (molarni) kapacita pfi stalém tlaku

2
c,- AQ _T-AS :Ttﬁj _T aci
n-AT AT ot ar? )

p

Priklady fazového prechodu druhého druhu

A
‘n=1 (pocet moli) 1)  Pfechod z paramagnetického do feromagnetického
“r 4 stavu.
Vyuzivame s (86 ) v ( GG]
vztahti =7\ AT ==
T Jy op ). // N 7\ S
Y- 1zobaricka 1(6V 1 aZG 1 aZG
teplotni roztaznost 7 = —(—) = —( . j = —( . ]
VAT, Vdp-dT) VIdT-op - 2)  Ptechod z feroelektrického do normélniho stavu
(relativni zména objemu pfi ohfevu o jeden stupenn za
konstantniho tlaku) 3)  Ptechod do supravodivého stavu
K — izotermicka e C1fov) _ 1 oY @ - --=-- T T T T |
kompresibilita “viep ), viep?) Biologie

Fazové prechody probihaji v lipidové membrané a v
proteinovych komplexech v biologii
Fazové ptechody riizného typu (obvykle prvniho druhu)
studované napt. metodou DSC. (diferencialni skanujici
kalorimetrie).

(relativni zména objemu pii zméné klaku o jeden Pa za
konstantni teploty

Uvedené veli€iny lze experimentalné méfit



9. Linearni nerovnovazna termodynamika

Linearni nerovnovazna termodynamika

Dosud: uvazovali jsme (klasickd termodynamika) stavy
rovnovazné nebo velmi blizko rovnovahy. Rovnovazny
stav: stavové proménné maji v Case konstantni hodnoty,
neprobihaji makroskopické procesy. Procesy probihaji
velmi pomalu a vratné.

Priklady tzv. hustoty veli¢in
(n€které veliCiny mohou byt extenzivni nebo
1 intenzivni ve form¢ hustot)

Napf. hustota elektrického néboje

q S

A— 1im 9
’Dq(r)_Avl(lquO AV

AV

29
Modelova situace: maly systém, napft. valcovy (29)

0 objemu AV =P-AX p_ plocha zakladny; AX - vyska

Uvazujme tok podél osy valecku
I, Il —rezervoary udrZujici intenzivni

veli¢iny ail 1ai” konstantni napf. ai' > ai“

Tyto podminky zarucuji ustaleny (stacionarni) stav.
V disledku rozdilu 41 I dochazi k pohybu
a, #ad

sdruZené extenzivni veli¢iny A; zakladnami P.
Definujeme:

Tok veli¢iny A; plochou P . d . .
(mnozstvi AA; projde plochou P A(P)= 9A = ||rT2)ﬁ
za Cas At; limitni ptipad) dt a0 At




9. Lineéarni nerovnovazna termodynamika

Tok veli¢iny A; jednotkovou plochou zéklady
(postaven¢ kolmo k toku ) se nazyva

G
P

Obecné je hustota toku vektor J () definovan limitné

Hustota toku J;

3.(F) = lim—2A_
' At—0 At - AP

AP—0

Zaved’'me termodynamickou (zobecnénou) hnaci silu (zde
pro jednorozmérny piipad), uvazujme plynulou zménu g; (X)

a (X+Ax)—a, (x) _ (:(ijai (x)
X

. Aa .
X.(X)=lim 28 _ lim
! Ax—0 AX Ax—0 AX

Obecné )Zi (r) =grad[a, (F)]

jsou tedy lokalni veliCiny
v daném systému. Jedna se
o vektorova pole v daném
systému.

Velicing  X;(F) 2 J:(F)

(30)
Obecnéji:
A;, 8 mohou byt tenzorové veli¢iny
(skalary, vektory, tenzory vyssich rada).
V linearni aproximaci (to je podstata linearni nerovnovazné
termodynamiky) 1ze napsat obecné pro jednorozmérny piipad

- 1=1....,n
Ji(x,t):Z;Linj(X,t) e N
j=
L;; - vlastni

Lj; - fenomenologické /
T Ly -itj vzéjemné

(interferencni)

koeficienty (praktické)

(zavedl L. Onsager 1931)
Pro¢ hovotime o linearni aproximaci?

Obecné miiZe jit o slozitou zavislost, kterou Ize obvykle
aproximovat fadou

NEE +ZLU—XJ. +;Li’k,XkX, +..
] ;

absolutni linearni kvadraticky
¢len ¢len ¢len

Vztah také tika, Ze veliiny X, jsou proménné a
nezavislé, davaji vznik veli¢indm J;, — zavislym.



9. Linearni nerovnovazna termodynamika

Piiklady (prakticka formulace zakon)

1) Vedeni tepla (ptenos tepla vedenim)
Prvni Fouriériv zdkon (jednorozmérnd formulace)

dT
3 =-290
Q dx
X
J,=—A-grad(T) Izotropni

prostredi

Jo - (ma vyznam) mnoZstvi tepla, které projde za s
jednotkovou plochou postavenou kolmo je sméru toku
A (=L oo ) —koeficient tepelné vodivosti
(skalar nebo tenzor)

1) Diftze (prenos latky) ;3 -_pdc
Prvni Ficktiv zdkon T T dx

J.,=—D-grad(C)

dC

B J, - tok latky jednotkovou
Y plochou kolmou ke sméru toku
C — koncentrace latky

dC

ax spad (gradient) koncentrace
X ve sméru 0sy X

D (= L) koeficient difuze

(31)
Linedrni nerovnovazna termodynamika

V teoretické linearni nerovnovazné termodynamice
se pouzivaji jin¢ (zobecnéné toky, zobecnéné hnaci sily a
jiné koeficienty nez jsou uvedené praktické veli¢iny.
Volba novych veli¢in a koeficienti je ddna
pozadavkem platnosti rozmérovych pravidel a pravidel o
fyzikélnich jednotkéch.
V dal$im ukézeme jeSté€ poZadavek na vyraz pro hustotu
produkce entropie.
Pro kazdy ptipad dé€je jsou definovany tyto veliiny
samostatng.
Nové oznaceni: ( s ¢arkou)

(jednorozmérny piipad)

X" - zobecnéna hnaci sila typu 1
J; " - zobecnéna hustota toku veli€iny 1

Li;" - zobecnény koeficient
Obecnéji (jde o vektory): X i, Lij

J;i , X;" - jsou sdruzené veli¢iny

Zobecnéné veliCiny pro vedeni tepla (odvozeni je na dalSich
strankach.

; . 1dT 1 .

Zobecnéné veli€iny pro difuzi

. U
X, '=—grad=
m g T




10. Onsagertv postulat reciprocity

V zobecnénych veli¢inach rovnéz
uvazujeme linedrni vztah (v jednorozmérném piipadé)

3= L' Xy
J

obecné ji': Z Eij,i j,
j

Pti spravné volbé zobecnénych veli¢in plati tzv.
2. Onsagerav postulat reciprocity

Slovné: Hnaci sila X ovliviiuje tok J;'stejné
jako hnaci sila Xj ovliviiuje tok J;".

(32)
Hustota produkce entropie

Nerovnovazny systém muize existovat ve stacionarnim stavu.
Stacionarni stav je mimo termodynamickou rovnovahu,

ale fada veli¢in udrzuje konstantni hodnoty. Tento stav
vyzaduje otevienost systému, vyménu hmoty a energie.
Zavadi se lokalni veli¢ina
hustota produkce entropie Os (I’ ’t)

(ma vyznam mnozstvi entropie vzniklé v jednotkovém objemu za
jednotku casu v disledku nevratnych procest, je to ale lokalni veli¢ina)

o(Fo1) = lim —2>
A0 AV - At

V zobecnénych
veli¢inach plati
(v jednorozmérném piipadg)

os () =D 37 X= Y Y LIXX]
[ o

Poznamka: matematicky se jedna o kvadratickou formu

Ve stacionarnim doy

stavu plati dt [o5 = konst]

tj. hustota produkce entropie je konstantni

Poznamka- izolovany systém nedosahne stacionarni stav.



10. Onsagertv postulat reciprocity

~Nepovinné

5) ZoBécgéné toky a zobecnéné hnaci sily

Teoretické*fgrmulace veli¢in J;", X;" pro
vyjadfeni hustoty produkce entropie ve formé

o :Juxu

Priklad 1: tok tepla
Ptestavme si situaci ve
velmi malém objemu
systému.

P — plocha zakladny,
Ax - tloustka

AV = P.AXx

Protoze z objemu AV Vystoup;'//viée entropie, nez vstoupilo
a uvazujme, Ze uvnitf uvedeného objemu entropie S
neklesa, muselo dojit k jeji produkci.

11 T,-T
AS:AS ,AIAS :A - =A 1 2
A5, A8, =AQ(F ) =AQ 7

(33)
Vztazeno na jednotku objemu a jednotku ¢asu

oo AS _AQ 1 T,-T,
P-AX-At  P-At Ax TT,

Jo’

v limit§ (sprévna definice lokalni veliciny)
o= Ilim A—S/,:/’/:]Q’.(_iz.d_-r) =34 Xy
M0 P AX - At T° dx

Bylo nut/né/eile volit zobecnéné veliCiny takto

, . 1 dT 1
Jo=1Jo Xo =—T—2&=+grad(?j

\‘*xy\ztah praktickych a teoretickych koeficientl

dT 1 1 dT
I =dy=—A—=Ly, grad = |=—Loy = —
QTS T Loo -9 (Tj Lo T dx

Tedy :

Lo = AT




34
10. Onsagertv postulat reciprocity Nepovinné (34)

“~Priklad 2: tok latky (pro T = konst : L
J =] X, = —? gradu

Piestavmie si obdobnou situaci ve velmi malém objemu systému.

_ _ _ Protoze = ,uo +RTInC
Uvazujme zménu vnitini energie

Plati d,u _RT dc

AU =TAS — pAV dx C dx
i c .. ... . RdC
Prdtoze AV =0 je AU =TAS ! Vlme_]}Z,’ZC Jm:_D_:‘]m:me'Xm:_me N o
3 dx C dx

Porovnanim L - DC
=] mm —
A5 = AU R

Nés maly objem piijme ve sméru kolmém k zakladnié P A n
molt latky a A n molt odevzdé systému pies druhou zékladnu.

. Obecné spiazeni dvou tokt
Rozdil chemickych potenciala latky na Vstupu a vystupu z echic sprazent cvou toxu

objemu je Ap. Tedy \\\\31': LoX, + 1%,

AU =Ap-An= (1, — t4)- An 1,/= X, +£22'X2'

Ptirastek vnitini er/l,erg’i’é je zpusoben produkci entropie AS Musi platit |_1 . L2 , > ([_1 )

AS AU 1 MoL(AE) L o by
~ iy =J X, ! Koeficient spfazeni o =
PAX-AL T P-AXCAL P-ALT AX | P VL Ly
| S | G < (04)
J. X’



10. Onsagertv postulat reciprocity

Nepovinné

Problém rozinérového souhlasu a souhlasu jednotek.

Pripad 1 — klasické znéni zakonti

Jo = _}“d_T ; Jp == d_C
dx m dx -
N dT J édnoﬁky (rozméry)
TudlZ XQ _& , LQQ = /1 \\\
Xm == _d_C’ me = D
dx

P d |
[3,]=am2s [XQ]:[d_U =degm™ ; [1]= J.deg;ll;,m‘l“ssf\

[3,]=molm2s?: [X,]= [Z—i} = mol.m™* [D]zm2 s

Uvazujeme-li pouze tyto dva déje, mélo pyf’ﬁiatit

Jo = Lo Xq +LonXn ’,,IA/déle by mélo platit
‘Jm = mexm + LrnQXQ
Lom = Lo

[Low]= 3 m2:s - mol ™
nemuze platit rovnost.

[Lm/]”z/r/noI.m‘1 -s-deg™

ProtoZe tyto jednotky nejsou stejné,

(35)

Piipad 2 — zobecnéné znéni zakond -

\]Q’: ‘]Q XQ':_id_T/—_J';;grad(Tl)

T? dx
J =] x r_Adu
" " DT dx
Jednotky (rozméry’),/"

[9,]=3 .m‘/z,s*lx; [Xo ]=degtm™

[Jrn’],,;f’ﬁ/c’)l.mfz.s*l ; [Xn]=3 -m™-deg ™ -mol *

{d—ﬂ} =J-mol™-m™
dx

Uvazujeme-li pouze tyto dva déje, mé¢lo by platit

J3= Loo Xo *+Llon X~

J0= L X Lo Xo”
['\—;\n\{“}sdeg. mol.m*.s.
[LmQ,] = d;(\l\'\ mol - mt.s?

ProtoZze tyto jednotky js6ﬁ~spejné, muze platiti rovnost

Lom = Ling”

Tj. plati Onsageriv postulat reciprocity



10. Onsageruv postulat reciprocity

Nepovinné Piipad 3 — vztahy z literatury

RybO\\\/\é\,\R., Janacek, K.: Transportni pochody v rostlindch. Academia,

Praha, 1987, strana 48

Kotak, A., Janiiéelg, K.: Membrane Transport, Academia, Praha, 1977,

str. 308 adalsi

Pro sptaZzeny tok vody zi \é‘oluf\tu ptes biologickou membranu je
pouzit vzorec pro tzv. disipativai funkci
ds 6\
ET J Aluw + ‘JsAlus

dS
.. produkce entropie v systému

dt

[J W] =mol.m3?s* .. hustota toku vody A

Ap, Z\TW'AP + RT - AInX,, .. rozdil chemickj{gh’ﬁotenciélﬁ Vda‘y\i

Ww] =m®-mol™" .. parcidlni molérrll/i/o’f)j:ém vody
L
[Ap]=Pa=N-m? i aka

[R] =J -mol ‘l.degf/l"" ...univerzalni plynové konstanta

V., Ap] N - Suk moI t=J-mol™

"""""" potencialu

...jednotky pravé strany

...jednotky chemického

ds
J -de t.deg=J-s™
{dt } g5 deg =

jednotky levé strany

Vztah (1) neni fyzikalng $pravné, neni splnéna n utné

podminka shodnostijednotek. Stejny problém je na stran€ 50.

Névrh na opravu:
- misto rozdilu zavést zobecnénou hnaci silu

Mty ———> X, =2 G
T dx
- misto produkce entropie
zavést hustotu produkce [6] =J- deg_l- m

entropie o

Podobné¢ pro solut (rozpusténou latku)
Pak jiz plati
CT: JW . XW 4 ‘Js . Xs
A obecné i
3y =L Xt Ly X
Jg = Lss Xs+ st ) Xw

A vztah reciprocity L., = LSV\;\

Oprava pfislusné kapitoly v knize by Vyiadova\l\ei\
samostatny rozbor.

3 g1



11. Prigogintv a Le Chateliertv princip
Prigogintiv princip

Ve stacionarnim stavu je hustota produkce entropie jako funkce
zobecnénych hnacich sil minimalni

O ssiac (Xio ) = MiN

Pro vSechna i

(

j',j;si:(

oX oX

oo oo ,
S,)x S,)(on )=0

(podminka minima (extrému) funkce vice proménnych)
Jiny zapis

(803,)(Xi0') =0 Pro vSechna i

Viz ptednaska P1

oX

Nazorn¢ pron =2

o(X,, Xy)
XlO, 7777777777777777777777777777777
Xl, [XlOI’ XZOI] \\
Le Chatelierav princip
(60),s, >0

C .. (37)
Le Chateliertv princip

Pii odchylce ze stacionarniho stavu se zméni X;’
0 80X, (fluktuace) a ptisluSny tok J;” pisobi proti této zmeéné
a vraci systém do pavodniho stacionarniho stavu.
Béhem fluktuace se ale zvySuje
hustota produkce entropie

oq N L oo >0
===t <— (50-)rev >0
0o <0
t —

Pfi vyrazném poruseni pravidel stacionarity a linearity mtze
se o pii fluktuaci 66 <0 nebo 66 >0 uz nevratit na pivodni
hodnotu, posunout se mize i poloha minima (X', ).

S /

1
ooc>0 /

// So<0

S

Kritérium evoluce

(Prigogine)

t ———

Piipad 66 <0 je povazovan za kritérium evoluce, systému miize
klesnout entropie a klesne produkce entropie. Je dokonalejsi.

(Krempasky str. 651)



12. Synergetika
Synergetika

Synergetika je zobecnény piistup zkoumani prostorové struktury
nebo ¢asového vyvoje obecnych systému (struktur — prostorove,
casové, Casoprostorove). Zkouma se podstata vzniku novych struktur a
jevu v dusledku koordinace podsystému. Vyuziva se obecny
matematicky pfistup studia chovani nelinearnich diferencialnich
rovnic. Pro popis vyvoje v ¢ase se pozivaji mj. tzv. evolucni
(vyvojové) rovnice.

V ramci synergetiky lze popisovat analogické chovani fyzikalnich,
biologickych, chemickych, ale i ekologickych a sociologickych
systémi. Mezi nové struktury patii napt. disipativni struktury, solitony,

fraktaly, periodické ¢asové a prostorové déje, bifurkacni déje apod.

Vyvojové rovnice (obecny tvar):

q y; (t)— vlastnosti systému jako realné
d_yi =¥i(t) = fily;(®), 4] funkce ¢asu  (koopera¢ni ¢initel)
t i,j = 1,...n— stupné volnosti
/’A A - Tidici parametry (konstanty)
k=0,1,...,m

t...c¢as

derivace podle o -
m, n ... pfirozena Cisla

casu

Cilem obvykle neni Gpln€ vyfresit tuto soustavu rovnic (mnohdy to ani
neni mozn¢). Hledaji se stacionarni feSeni (singularni body,
singularity) ve fazovém prostoru a jejich stabilita.

Stacionarni feseni y, =0 pro 1i=1,...,n
Pti hledéani stability FeSeni v Case se rovnice v okoli singularit

linearizuji. Systém se podrobi malé vychylce (porucha, fluktuace) a
sleduje se jeho chovani (navrat k singularité¢ nebo Unik).

Jednoslozkovy systém

. Stacionarni
y= f (y) reSeni
Malé porucha (fluktuace)

Funkci f(y) rozvineme v Taylor

of
f =f +—
(y)=f(y.) &y
\_Y_/
p
=0

(ys)(y—ys)+1d2

y=0=y) =y,

f(y;)=0
2(t)=y(t)-v.
2=y
ovu fadu kolem y,
2dy*

(

vy -y, + .

Y

zanedbame

Tedy fesime rovnici

Z~ pz Reseni:

z(t)=z(0)-e™

1) Prop>0 —

vychylka
exponencialné z
roste
nestabilni stav 2(0) -
2)Prop<0 —

, Y4
vychylka
exponencialné klesa

2(0)

\/

stabilni stav

Pro p =0, zvlastni problém, samostatna analyza

t



. 12. Synergetika . (39)
Nepovinne |

\DVOHSIOZkOV},’ systém Lze tedy napsat v linedrni aproximaci

\\\\\\?tacionérni reSeni Zl =a 2, +a,7, 21 = P4 B

=y L=, +3,0,  2,=pz

Vi l(yl yZ) - Yi=0  [yis Yos ]

y i =a,Z, +a,,2 o

Y fz(Yv yz) (l 1,2) Pa =82 +8ps (a, — p)z, +a,,z, =0

Z, =8, +8,Z," _
Piedpokladejme, Ze ¢asovy vyvoj poruch\ je fizen funkcemi PZ, =3x2 222 a7, +(a; —P)z; =0

(Krempasky, J, a kol.: Synergetika, Bratislova, 1988)

\ i Reseni (kvgdr%iﬁéké rovnice)
() =y, () -y =A-e” p? _(311 +3,) P+ (ayay, —a,8,)) =0
2,(t) = Y,(1)~ Yas = A, -€" T -

o 1
, Pi2 = E [(ail +tay, )i \/(all T8y, )2 B 4(a11a22 B a12a21)]

TaylorGv rozvoj funkci f; a f, v okoli bodu [y;g, V,s] je

Obecné feSeni

Z,(t)= A, + A, e

i=1

fl(ypyz): f (y157y28)+2(§fy J(yls’yzs) ( y.s)
;Y—} \_H

_ abit _ahat
-0 /,ali z | Z,(t) = A, -e™ +\A2\2 e’
of — o .
f,(Y1, ¥2) = f,(Vis, st)"'Z( 2 ](Y151 Y2s)'( - y.s) Cisla Ay, Agp Agyy Ay jsou Obecn§ komplexni ¢isla.
%H =1 Je mozn¢ volit dveé pocatecni podminky.
— f Protoze pozadujeme, aby funkce Yy, byly re‘élgé, pii pouZiti
<=0 a 3 komplexnich funkei jsou pouzitelné vzdy jen zvolené
2i Z; realné casti (readlna nebo imaginarni). Tyka se to ohnlsek
. ‘ a stiedu.
ay; , ay -realna cisla Jsou-li p; a p, komplexni, pak veli¢iny A;; jsou take komplexm

Ato tak, aby vychylky z; az, byly realné.



12. Synergetika

Zobrazeni ve fazoveé roviné

Dvouslozkovy systém

Definice: V ptipad¢ dvou slozek rozumime fazovou rovinou
kartézskou rovinu se soufadnicemi y; a Y,. V ptipadé n slozek
(n > 2) hovotime o fazovém prostoru (n-rozmérny).

y2 [yl (t )’ Y, (t )]

[Vis¥as ]

Y1

Dv¢ kolmé osy.

Bézi-li ¢as t, fazovy bod
opisuje kiivku-

- trajektorii bodu

Stabilita feSeni dvousloZkového systému

Py, P, —realné

Yo \/
NN

zaporné Yoo ‘
p;<0;p,<0 /
-
Yis

y2 /\
Py, P, — realné //
kladné
p; >0 p, >0 A

Y1

Stabilni uzel

(poruchy se utlumi,
navrat do stacionarniho
stavu

Y1

Nestabilni uzel
(systém se vzdaluje od
stacionarniho stavu)

Imy,

Py, P, - komplexni
realné ¢asti <0
(zaporné)

Imy,

P, P, - komplexni
. realné casti >0
. (kladné)

©

(40)

Stabilni ohnisko
(amplituda vychylky
postupné klesa,
pohyb po spiréle

Rey,

©

\Z

3 pl’ pz - I’eélné
. opacna znaménka

Nestabilni ohnisko
(amplituda vychylky
postupné po spirale

roste

Rey,

Imy,

Py, P, - komplexni
Cisté imaginarni

Y1

Nestabilni sedlo

Stabilni stired
(netlumené oscilace)

Rey,



13. Limitni cyklus

Limitni cyklus
Je to stabilizovany stav vygenerovany z nestabilniho ohniska.
Systém se trvale nachazi na uzaviené trajektorii fdzové roviny.
V bodech pobliz limitniho cyklu se systém vyviji smérem k cyklu a
kon¢i na ném. Tomuto stavu je vénovana mimoiadnd pozornost.

Pro vétsi nazornost ted’ pisSeme  y, (t) = X(f) Y. () = y()

Pifiklad: van der Poluv oscilator

Coz lze piepsat na
X=Y
y=—x+a(l—bx?)y 5(+a(bx2—1))'(+x:0

y Proa >0 ma
tato rovnice jediny
stabilni limitni cyklus.

Dosud nejsou znamy
piesné podminky
vzniku limitniho

cyklu.

Biologie
Glykolyza (v cytoplazmg)

Anaerobni (bez kysliku) pfeména glukosy (C6) na trikarbonové
kyseliny (C3) s uvolnénim 2 ATP a redukci 2 NAD na 2NADH.
Je to 10 reakci ve dvou fazich s ucasti 10 enzym?.

glukosa
(2) ADP (2) NAD*
2P,
(2) ATP ‘l' (2) NADH + H*

glukosa + 2NAD* + 2ADP +2P; —
— 2 pyruvat + 2 NADH + 2ATP + 2 H,O + 4H*

V roce 1964 (Chance B. et al.) bylo zjisténo, ze koncentrace
NAD* se méni periodicky (s periodou T ~ minuty).

@)
||
H,C-C-COOH Pyrohroznova
kyselina
@)
||
Pyruvat

H,C-C-COO

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
2 pyruvat |
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|



13. Limitni cyklus (42)

Situaci v modelu popisuje soustava dvou rovnic

dn, __---1=  Aktivace zpétnou
dat Jo—kinyn, < vazbou
dn, n
—2Z=knn, -k, —2 n
dt "% 2 1+cn, e !
< Podrobné;jsi popis: napf.:

= _ Saturace J. Krempasky a kol.: Synergetika, \Wd. Slov, AV, Bratislava 1988
(nelinearita) | Strana 145

I . .
I Biologie
| Glykolyza (v cytoplazme) | dn, 1 modelova ukazka saturace (pron; =0)
. | dt 08 -
| Model: Piitok substratu oc |
l % (glukosa) ’
l l 04 -
I glukosa
I C6 ST %2
| n, Zpétna vazba
: - aktivace 0 0 X . .
! . M -
l 3 D4 se ukazat
s C 2
| 3 Ze pro W(kz_c‘lo) >0
l n, c3 | 3
I . ‘ vznika nestabilni ohnisko, které v disledku nelinearity 3.
I meziprodukt K fadu vede ke vzniku oscilaci ve stabilnim limitnim cyklu.
I 2 ‘
| l /
I pfeména na dal§i meziprodukt n,
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I



13. Limitni cyklus Nepovinné (43)
Jak si Ize predstavit van der Polav oscilator?

Liffl‘itgi cyklus
Je to staiBilizovany stav vygenerovany z nestabilniho ohniska.
Systém se trvalé*na\chézi na uzaviené trajektorii fdzové roviny. | ’ : g
V bodech pobliz limitniho cyklu se systém vyviji smérem k cyklu a a po uprave X EX X 0
kon¢i na ném. Tomuto stayu je v€novéana mimofadné pozornost. ‘ ’

Pfipomenme si tltumené mx = _g)'(’;_/kx
harmonické kmity

a vysledkem (g >0) byly tluméhé harmonické kmity

anecht v naSem piipad&napt. &~ 0,b=1

Pro vétsi nazornost ted’ piseme  y, (t) =%x(t) - Y, (1) = y(t) | pak Xjﬁa(x —Dx+x=0
‘ a pro malé.x | X| <1 a‘mpht'uda,kr’mtu roste (zéporné brzdéni
tj. zesilovani)

Ptiklad: van der Poluv oscilator
_apro X|>1 amplituda naopak klesa (kladné brzdéni)

Co? Ize prepsat na -

X=Y , Uvazujme trochu pfibuznou rovnici, ke v zavorce je konstanta
b B " 2 1) o 2
Yy X+ a(l bx )y X+ a(bX 1)X + X—» 0 Xy = 1 Nyni fesime | X =Yy :
- . Mozné feseni (uhodneme) je by =—x !
Yy Proa>0ma 3
tato rovnice jediny . cost
stabilni limitni cyklus. X=sint, ¥y= y
' r?=sin’t+cos’t=1 / 1.
o v .
Dosud nejsou znamy : ~ ’
piesné podminky . Systém tedy opisuje
vzniku limitniho . ve fazové rovind X
cyklu. . kruznici o poloméru 1
‘ = limitni cyklus

Skute¢né chovani je oviem mnohem sloZit&jsi
Atraktory

jednotlivé body, geometricka mista bodi, k nimz se pfiblizuji
nebo se od nich vzdaluji nesingularni trajektorie (nepfOchézej i

singularnimi body). (singularity, separatrisy a limitni cykly):-.



14. Evolué¢ni rovnice

Typickymi modelovymi evolu¢nimi rovnicemi v

dvouslozkovém systému jsou rovnice Volterrovy — Lotkovy

(Volterra, V, 1931, Lotka, A.J.-1956)

f (nl,nz)———ain +bnn,

dn
fz(nv nz): d'[2 =a,n, + bannZ

n, - pocet (koncentrace) slozky 1
n, - pocet (koncentrace) slozky 2

a,, a,, by, b, - realné konstanty
mohou byt kladné i zaporné

Konstanty mohou napft. prezentovat toky latek do nebo ze systému.

Soustava se miize za uréitych podminek rozkmitat.

Pouzijeme-li metodu malych poruch, mizeme pro
odchylky ze stacionarniho feSeni napsat

nl(t): N, + Xloept =N, + Xl(t)

nz(t): Ny + Xzoept =Ny + Xz(t)

Zde: ny, n,, - stacionarni feSeni
p — parametr vyvoje poruchy
Stacionarni feseni dostaneme pro

dn1 _0 dl’l2
dt

AtEdy nl — a2 n2 :_ﬁ

a dt 0 pedpoklad b -b, #0

(44)

Pouzijeme linearizaci
(viz napf. vyklad totalniho diferencialu),
Predpokladame velmi malé x, (t) a X, (t)

2
f,(n,n,)= f(n,,ny) Z[ J N ) X+

1

2
fZ(nl'nZ) nls'n25 +Z( ] 1s’ Xi + .
i=1
e o of, of
Pficemz _8n +bn,, —6an =bn,
of,
—~£=bn of
on 21725 —2=a,+h,n;
N on, » 0N,

S pouzitim vySe uvedeného rozvoje dostaneme

a

pX, = (al + banS)Xl +hnx, =— b:) 2 X,
2

pXx, = bZnZSXl + (az + bans)XZ == bzai X

Reseni soustavy:

p:iﬁz

Diskuse: a; , a, — stejna znaménka:
= X1 , X, — roste nebo klesa
a; , &, — opacnd znameénka:
— oscilace

2,8, =+



14. Evolué¢ni rovnice
p==tilaa,|=tio

ReSeni miizeme napsat v obecném tvaru

X, (t) = X,,8'* = X, (Cosat +isinat)

X, (1) = X,0€'* = X, (COSak +isinat)

2
Zde: w = 27 =?ﬁ= la,a, |

Toto feSeni je ovsem komplexni, v redlném piipadé ma
vyznam jen néktera ¢ast téch feSeni, napf. redlna ¢ast x, a
imaginarni ¢ast x; (nebo naopak). Tedy v realit¢ budeme
ocekavat vychylky od stacionarnich hodnot

X, (t) = X, Sinwt = X, cos(awt — %)

X,, () = X,, COSat

Biologie
Model vztahu liSek a zajicu

Modelové uvahy pro vztah lisek (ny, X;) a zajict (n,, X,).
Uvazujme, Ze a; <0

. ; o _.dng
Pfipomenime si jejich rovnici: Ot an, +bnn,

I

I

I

I

I

| Situace lisek
I

I

| Bez zajict (n, = 0) by liSky exponencialn¢ ubyvaly.
| Pro b, >0 muze pritomnost zajict snizit ubytek nebo
| dokonce zvySovat stav lisek.

Situace zajici dn,
Zde nyni uvazujeme a, >0 dt

Bez liSek (n; = 0) by jejich populace exponencidlné narlstala (travy
je dost , viz kralici v Australii). Redlnou situaci vystihuje b, <0,

15 <£> lisky
s

t—

X1,2n

15 - zajici @

X, (t) = X, Sinwt = X, cos(wt — %)

X,, (t) = X,, COSat

Bod 1 - Kdyz je lisek mnoho (maximum), zajic nejrychleji ubyva
(zaporna maximalni smeérnice)

Bod 2 — Kdyz je zajici minimum, liSek nejrychleji
ubyva
Shrnuti:

Populace lisek a zajicti osciluji (jejich stacionarni hodnoty jsou modulovany
oscilacemi) se stejnou frekvenci o, ale posunuty ve fazi o /2.



14. Evolu¢ni rovnice

Pfevzato z: J. Krempasky a kol.: Synergetika, VEDA, Bratislava, 1988




(47)

Konec prednasky

MozZn¢ otazky k testu:

Co je entropie, jaké ma vlastnosti a pouziti.

Ktery termodynamicky potencidl byste zvolili pro popis biologickych déja a proc¢?
Jak lze charakterizovat fazové ptechody pomoci termodynamiky?

Co vyjadiuji: Onsagerav postulat reciprocity, Prigogintiv a Le Chateliérav princip?
Jak se teoreticky vysvétluji oscilace v systémech dravec — koftit?

ok owwdE



